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Nombre:
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Asesor:

Instrucciones: Resolver todos los problemas de las secciones 1y 2 y los
que pueda de la seccion 3. Todas las soluciones deben ser apropiadamente
justificadas. El examen tiene una duracién de 3 horas.

1. Algebra lineal

1.1 Determine para qué valores reales a, b la siguiente matriz es dia-
gonalizable sobre R:
a —b
A=y

1.2 Sea V el espacio vectorial de todos los polinomios p(t) = ag +

at + ast? + - - - a,t™, Vn € N con coeficientes ag, a1, - - -, a, en R.

(a) Demuestre que B = {1,¢,t% ¢, ...} forma una base para V.

(b) Encuentre una transformacién lineal 7 : V' — V que sea
suprayectiva pero que no sea biyectiva.

1.3 Sea A € M,,5,(C). Decimos que A es Hermitiana si A = (A4)7,

ie., [A];; = [Aj;]. Demuestre:
(a) AesHermitianasiysoélosi (Aa, ) = (a, AB) Vo, € C™.

(b) Si A es Hermitiana entonces su espectro S¢(A) es un sub-
conjunto de R.

2. Célculo

21 Sea f:R — Rtal que f(z+y) = f(x) + f(y). Demuestre que si
f es continua en 0, entonces f es continua en todo R.
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2.2 Calcule la derivada de la funcion

o Tz 1
F(z) = / [ )
a 14 sin“¢

2.3 Encuentre los siguientes limites

(a) lim 2 (b) lim /a, a > 0.

n—o0 n—oo
Sugerencia para (a): n! = n(n+1)... k!, para k < n, en particular
para k < 3.

3. Problemas opcionales
3.1 Pruebe que si en un grupo G todo elemento es su propio in-
verso, entonces G es abeliano.

3.2 Calcule la integral f7 e*dz donde 7 es el arco en el circulo uni-
tario que une 1 con ¢.

3.3 Sea X un espacio topolégicoy f : X — R continua. Demuestre
que el conjunto Z; := {z € X|f(x) = 0} es cerrado.

3.4 Dar un ejemplo de una sucesién de funciones { f,,},, € Ly(R) que
converja a 0 puntualmente pero que no converja a 0 en Lo.

3.5 Disefie una mdaquina de Tiiring para enumerar el lenguaje
{0"1™|n > 0}.



